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Resumen- El presente articulo describe Una alternativa para el
trazo de los diez primeros poligonos regulares inscritos en una
circunferencia a través de formulas deductivas.
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I. INTRODUCCION

Se le puede llamar “poligono regular” a la figura
geomeétrica que es equilatera y equiangula al mismo tiempo [1].
Podemos apoyarnos en una circunferencia, circunferencia
circunscrita, para el trazado de dichos poligonos. Todo
poligono regular tiene una circunferencia inscrita y una
circunscrita [3].

La construccion del poligono regular consiste en la division de
la circunferencia en un nimero de partes iguales dependiendo
el poligono a tratar e unirlas al finalizar.

Para conseguir estas partes iguales, por lo regular se lleva a
cabo una metodologia de relaciones y trazos diferentes en cada
figura geométrica ocupando compas, regla y escuadra. Por
ende, cada poligono regular posee un algoritmo particular de
trazado.

Desde la educacion basica en nuestro pais, los planes de
estudio contemplan el estudio de poligonos regulares, su
trazado, el calculo de su perimetro y area; asi que el propésito
de este escrito es dar una alternativa a la metodologia que
usualmente se usa, con esto no se quiere dar a entender que el
uso de formulas deductivas sea bueno o malo, simplemente
son una opcion adicional. También cabe mencionar que estas
férmulas no son nuevas sino son una derivacion de relaciones
geométricas de cada poligono regular.

Il. PARTES DE UN POLIGONO REGULAR

Para comenzar vamos a recapitular el conocimiento
obtenido en nuestra formacién escolar denotando las partes,
solo las de nuestro interés en este texto, de un poligono regular.

Se tomara la figura 1 como el del hexagono regular para
generalizar los conceptos.

Hexagono Regular

Fig. 10 Hexagono regular.

Primero denotaremos como L al lado del poligono regular
y como r al radio, el cual es el segmento que une el centro del
poligono con un de sus vértices. El centro de una
circunferencia circunscrita es el mismo que la del poligono
regular inscrito en ella [6]. Denominaremos como a la
apotema, que es el segmento perpendicular del centro del
poligono a uno de sus lados [1]. Si el nimero de lados de un
poligono regular inscrito se aumenta indefinidamente, la
apotema tiende hacia el radio como limite [3].

Un angulo central tiene el mismo nimero de grados que el
arco que lo intercepta, es decir, se mide por su arco
interceptado [5]. El angulo central se denotara por 6 (Theta),
entonces:

0 360° 27 N
=== ey

Donde n serd el nimero de lados del poligono regular a
tratar.

Le llamaremos angulo § (Delta) a uno de los angulos del
triangulo rectangulo formado por a 'y r, por lo cual:
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Al éngulo interno se le llamara ® (Phi), se ocupara la
siguiente expresion para representarlo:

6= "2 800 3)
La expresién (3) proviene de la generalidad de la suma de
angulos internos:
Si se sabe que la suma de los angulos internos () de un
triangulo es 180° [6], entonces se puede escribir de la siguiente
manera:

3

Z @ = 180°

4)

Para saber la suma de los angulos internos (B) de un
cuadrado se puede dividir el cuadrado en dos tridngulos y la
suma la expresamos como

Zﬁl - 22 @ = 2(180°) = 360°  (5)

Asi mlsmo se puede saber la suma de los &ngulos internos
(y) de un pentagono al dividir en tres tridangulos y su suma
expresarla como:

Z yi = 32 @, = 3(180°) = 540°  (6)

De Ia mlsma manera se puede expresar la suma de los
angulos internos (®) de los siguientes poligonos de n lados en
funcion de triangulos. Notamos que el escalar por el que se
multiplica (4) es siempre menor en dos al nimero de lados del
poligono, asi que se expresara de la siguiente manera:

i‘i’i = (n—Z)iai =(n-—2)180°

Z $: = (n —2)180° %)

Llaméndole a (7) como la generalidad de la sumatoria de los
angulos internos de un poligono de n lados, es obvio que al ser
dividida la expresion (7) entre el namero de lados (n) de un
poligono se obtendra el valor del &ngulo interno (®). Entonces

tenemos:
i (m—2
b _ (=2 00
n( 2)n
n—
= n

180°

(3)

I1l. FORMULAS DEDUCTIVAS

A) TRIANGULO

Al analizar la construccién de un triangulo equilatero se
puede observar en la figura 2 que cuando se traza la altura en
dos vértices se obtiene la formacidn de un triangulo rectangulo.
Asi que al ocupar este tridngulo rectangulo se puede obtener
una igualdad que relacione el lado del triangulo equilatero (Ls)
y el radio (r) de la circunferencia circunscrita.

© Autor(es) 2020.

Fig. 2. Triangulo

La férmula deductiva se puede obtener de dos maneras:
Primera forma:

Debido a la propiedad de rigidez, el tridngulo es el Unico
poligono que ha desarrollado una ciencia especial llamada
trigonometria, la cual estudia las medidas de los triangulos [2],
por dicha razén la primera forma de relacionar Ls y r es ocupar

la funcion trigonométrica tan %.
Si denotamos tan% = 30°, entonces:

tan 30° =

N|5|N| =

tan 30° = 2r T
A =L T L,

r = Ly tan 30°

Por lo tanto, la formula deductiva del triangulo equilatero
en funcion de r es:

_ L3
T3

®)

Y en funcion de Lses:
Ly =+3r (8.1
Segunda forma:

La relacion de Lz y r también se puede obtener ocupando
el Teorema de Pitagoras.

Lo\ 2 2
2 (23 _
Q) (2)+2)
2_L32 r?
T4 4
5 rz_L32 r2 r?
TR T T,
4 4
3r2 = [,2
3
L3? Ls?
3 V3
Ls
T=ﬁ'(1)
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_L 3
L;V3
r==2 ®)

B) CUADRADO

En el cuadrado, la relacion de L4 y r se puede obtener al
ocupar el Teorema de Pitagoras en el tridngulo rectangulo
formado por las diagonales de dicho cuadrado, como se
muestra ene la figura 3.

45°
Ly

455

\

Fig. 3. Cuadrado

Se sabe que la base y la altura del triangulo rectangulo es r
y su hipotenusa es L4, entonces:

L2 =1%+7?

Por lo tanto, reduciendo, la férmula deductiva del cuadrado
en funcion de r es:

L,V2
= 9
r== ©)
Y en funcion a L4 es:
L,=vV2r (9.1)

Por otro lado, si se ocupa la funcion trigonométrica sin ¢
también se llega a la expresion (9).

r
sing = sin45° = —

r = L, sin 45°

L,V2
== C)

r

C) PENTAGONO

Teniendo la construccion del pentdgono regular se puede
trabajar con el triangulo is6sceles formado por el centro y dos
vértices contiguos, dicho triangulo isésceles se divide para
formar dos triangulos rectangulos iguales, al enfocarse en uno
de éstos triangulos se puede obtener una relacion, entre el lado
(Ls) del pentadgono y el radio (r) de la circunferencia que lo
contiene, al ocupar la funcién trigonométrica sin 8, como se
muestra en la figura 4.

h
r
Ls
r
b 2
36°
r
n
2

Fig. 4. Pentadgono

Si se denota & = 36°, entonces:

sin 36° =

sin 36° =
Ls

"= Sin36°

S{ERisty

Por lo tanto reduciendo, la férmula deductiva en funcién a
r del pentagono es:

__Is 10
"= 2sin36° 10

Y en funcion de Lses:
Ls = 2sin(36°)r  (10.1)

Ademas de esta formula se puede obtener otra expresion
sin ocupar la funcion trigonométrica sin. Para ello se ocupa el
Teorema de Pitagoras en el tridngulo rectangulo que tiene
como hipotenusa Ls y como cateto mayor r. Por ello se
averigua primero el valor de h para obtener b.

Para obtener h se ocupa el Teorema de Pitagoras:
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Se obtiene b ahora:

Vor T
b=

2 2

Con b ya se puede obtener la relacion buscada:

V5

(Ls)? = () + (5~ = )?
5 —V5)r?
Loy = D

Lo = ’(5 _;/E)rz

Reduciendo se obtiene otra formula deductiva en funcion a
Ls del pentagono:

Y en funcién a r es:

L5(5J2(5 —+/5) +J10(5 —5))
- 20

r

(10.3)

Como se puede observar (10.3) es méas laboriosa por ende
se puede ocupar como mejor opcién (10) generando el mismo
resultado.

D) HEXAGONO
En el hexagono, la férmula deductiva se puede obtener al
analizar la construccion mostrada; ocupando el tridngulo

rectangulo y la funcién trigonométrica sin% , como se describe
en la figura 5.

30°

60°)

=

Fig. 5. Hexagono

Si se denota sin% = 30°, entonces:

r

, 2
30° = -4

sin L6
in30° = -
sin = 2L6

r = 2L, sin 30°
1

Por lo tanto reduciendo, la formula deductiva en funcion de
r del hexagono es:
r=Ls (11)
Y en funcion de Ls:
L6 =T

También se obtiene la férmula deductiva (11) cuando el
hexagono se divide en 6 tridngulos equilateros y se observa que
r es un lado de ese tridngulo y Le también.

E) HEPTAGONO

Si se trabaja en el triangulo rectdngulo formado en la
construccion del heptdgono regular, se puede obtener la
relacion entre L7 y r que buscamos, descrita en la figura 6.

-

Fig. 6. Heptagono

Al ser ocupada la funcién trigonométrica tan, donde la
altura del triangulo rectangulo es L7 tenemos:

r

2

tan30° = 2
an L7
tan30° = —
an30° = —
2L,

r = L,2tan 30°

Por lo tanto reduciendo, la formula deductiva en funcién de r
del heptagono es:

L,2V3
r= 73‘/_ (12)
Y en funcion de L7es:
V3
L =22 121
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F) OCTAGONO

En la circunferencia que contiene a un cuadrado, se puede
notar que al dividir los lados del cuadrado a la mitad y trazar
una linea, que pase por ellos y toque la circunferencia y el
centro, obtenemos 8 triangulos rectangulos como en la figura
7; al trabajar con alguno de ellos podemos obtener la relacion
entre Ls y r con el Teorema de Pitagoras.

L

Fig. 7. Octagono

Entonces:

La formula deductiva del cuadrado es:
— L4\/§
T

)

Al escribirla en funcion de L4 (9.1) y dividirla entre dos
obtenemaos:

2 2

Ly _V2r (13)

Lo que representa la base del tridngulo rectangulo a
manejar, para hallar su altura de dicho triangulo simplemente
seleresta (13)ar.

Al ocupar el Teorema de Pitagoras se tiene:

V2 2

(Le)? = ()% + (= )7

T2 T2

(Lg)? :?+r2 —2r? +
(Lg)? = 212 —2r?

Lg = /21’2—\/57‘2
Ly =+rz ]2 -2

L8=rﬂ

Escribiendo la férmula deductiva del octdgono, en funcién
de r, tenemos:

(14)

Y en funcién de Lses:

Lg = /z—ﬁr (14.1)

G) ENEAGONO

Para obtener la formula deductiva del eneagono se puede
analizar el triangulo rectangulo que se forma al dividir el
triangulo isésceles formado por dos vértices consecutivos y el
centro del poligono, descrito en la figura 8.

Fig. 8. Enedgono

Se puede ocupar la funcién trigonométrica sin 6.
Si se denota § = 20°entonces:

Ly
sin 20° = 2
L
sin 20° = —
- zr -7
Por lo tanto, la férmula deductiva del enedgono en funcion de

res:

b 15
"= 2sin20° (15)
Y en funcién de Lg es:
Ly =2sin20°r (15.1)

H) DECAGONO

Al analizar la construccién del decagono regular de la
figura 9 se nota la formacion de un triangulo rectangulo de
hipotenusa de tamafio Ls (se puede ver en la seccion del
pentagono), de cateto mayor r y cateto menor Lio. En este
triangulo se puede obtener la relacion deseada. Ocupando el
Teorema de Pitagoras tenemos:

L52 = 7"2 + L102
Donde Lses la férmula (10.2), por lo tanto:

5—-+/5
2

)2 =124 Lyy°

(r
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(5 —/5)r? ) ) Y en funcioén de r es:
—-Tr- = ng LlO
2 r=——— (16.3)
5 —+/5 2sin18°
5 r? —1r? = L;,? )
5_ V3 1) ENDECAGONO
r2 ( 2 1) =L,,> Para obtener la formula deductiva del endecagono se puede
2 ocupar la funcion trigonométrica sin§ en el triangulo
3-4/5 rectdngulo formado en la construccion de la figura 10.
2 L 2
r = L1o
2
_ |B=E)r?
10— 2 L

Reduciendo se obtiene la formula deductiva del decagono

.
en funcién de Lao: i
11
r [2(3 — \/g) 2 ' 180717
Lo=———  (16)

Escribiendo en funcién de r tenemos:
1
Lio(3 ++5)2
r=—]—

22

(16.1) ..

Se puede obtener otra formula deductiva del decagono al
trabajar con el tridngulo isésceles formado por el centro y dos
vertices contiguos, dicho tridngulo is6sceles se divide para
formar dos tridngulos rectangulos iguales, al enfocarse en uno Ly,
de estos tridngulos se puede obtener una relacion, entre el lado _180° =5~
(L1o) del decdgono y el radio (r) de la circunferencia que lo s 11 r
contiene, al ocupar la funcién trigonomeétrica sin .

Fig. 10 endecagono

. . 180°
Si se denota siné = TR entonces:

Reduciendo se obtiene la férmula deductiva del
endecagono en funcion de r:
po_ (17)
2 sin —1800
11

Escribiendo en funcién de Lo tenemos:

g L1O
i J) DODECAGONO

Li; = 2si 17.1
11 sin 11 r ( )
LWO
Se puede obtener dos férmulas deductivas para el
" dodecagono, como en la figura 11.
Lo
2

. i L12
fig. 9. Decagono.

L
2
a
Si se denota 6 = 18°, entonces: S
Ly
sin 18° = 2 1
LT L
= r
sin18° = ﬁ i

Por lo tanto, la formula deductiva del decagono en funcion
de Lo es:

Ly =2sin18°r  (16.2) Fig. 11 Dodecagono
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La primera de ellas se trabaja en el triangulo rectangulo
que se forma al dividir el triangulo isésceles formado por dos
veértices consecutivos y el centro del poligono. Se puede ocupar
la funcién trigonométrica sin 8.

Si se denota § = 15°entonces:

Ly,

sin15° = 2
Lr

in15° = —=
sin >

Por lo tanto, la férmula deductiva del dodecagono en
funcién a L1z es:
L, = 2rsin 15° (18)

Y en funcion de r:
L12

"= Z2sin15° 8.1

La segunda formula deductiva se obtiene de una forma mas
elaborada, se ocupa el Teorema de Pitdgoras en tridngulo
rectangulo formado por hipotenusa Li2, cateto mayor r/2 y
cateto menor a. Para obtener el valor de a se debe obtener
primero el valor de b en el tridngulo rectangulo contiguo.

Se calcula b con el Teorema de Pitagoras:

Se obtiene la relacion buscada ocupando de nuevo el
Teorema de Pitagoras en el triangulo escaleno donde a es el
cateto menor. Entonces:

) r
Lip" = (E)Z + (a)z

Por lo tanto, la otra férmula deductiva del dodecagono en
funcion a L1z es:

Ly, = /2 —-V3r  (18.3)

Y en funcién de r:

r=0Ly, /x/§+2

IV. ¢{COMO OCUPAR LAS FORMULAS DEDUCTIVAS?

Para el trazo de los diez primeros poligonos regulares
manejaremos de la misma manera las formulas deductivas
presentadas. Dichas férmulas poseen la caracteristica de
relacionar Unicamente el tamafio del lado (L) del poligono con
el tamafio del radio (r) de la circunferencia circunscrita. Por tal
motivo, podemos tener tres casos:

Caso 1: Si conocemos el tamafio del radio (r) de la
circunferencia circunscrita entonces sustituiremos dicho valor
en la férmula para obtener el tamafio del lado (L) del poligono
buscado. Con el compas, abierto al tamafio del lado (L),
dividiremos la circunferencia de radio (r) tantas veces como
sea posible. Uniremos las marcas de las divisiones de la
circunferencia y obtendremos dicho poligono.

Caso 2: Si conocemos el tamafio del lado (L) del poligono
buscado entonces sustituiremos dicho valor en la férmula para
obtener el radio (r) de la circunferencia circunscrita. Con el
compés, abierto al tamafio del radio (r), trazaremos la
circunferencia; después de nuevo con el compés, abierto al
tamafio del lado (L), dividiremos la circunferencia de radio (r)
tantas veces como sea posible. Uniremos las marcas de las
divisiones de la circunferencia y obtendremos dicho poligono.

Caso 3: Si no conocemos el tamafio del radio (r) de la
circunferencia circunscrita ni el tamafio del lado (L) del
poligono buscado entonces simplemente designaremos un
valor (de acuerdo con nuestra conveniencia) para (r) o (L) y lo
sustituiremos en la formula deductiva.

Después se realizara las mismas instrucciones de trazo del
Caso 1 o Caso 2.

(18.4)

V. CONCLUSIONES

El problema de la construccién de los poligonos regulares tiene
relacién con el problema de la division de la circunferencia en
partes iguales; y se puede circunscribir a la circunferencia
tantos poligonos regulares como se puede inscribir [4].

Las formulas deductivas son una ayuda para el trazo de los
poligonos regulares en una circunferencia circunscrita.

En estas lineas se expresan varias de ellas y en algunos
casos més de una para el mismo poligono.

En el método tradicional de trazo, por una secuencia de
pasos, no todo los poligonos dibujados son exactos; o mismo
ocurre para algunas formulas deductivas al ocupar las
herramienta (compas y regla) y ejecutar su dinamica.

Cabe sefialar que estas formulas son una alternativa para la
persona y sus necesidades al momento de trazar un poligono
regular.
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